
CONCURSUL NAŢIONAL DE MATEMATICĂ APLICATĂ 

 „ADOLF HAIMOVICI” 

ETAPA LOCALĂ - 14.02.2026 

Clasa a XII – a – Secțiunea H2 – Profil real, specializarea științe ale naturii  

 

BAREM DE CORECTARE ȘI NOTARE 

 

 

Problema 1 (20 de puncte) 

Pe mulțimea 𝐺 = (2,+∞) − {3} se definește legea 𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑥 − 2)
1

2
𝑙𝑛(𝑦−2) + 2, (∀) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 

a) Determinați 𝑥 ∈ 𝐺 pentru care 𝑥 ∗ (𝑒6 + 2) = 10. 

b) Rezolvați în 𝐺 ecuația 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ … ∗ 𝑥⏟        
𝑑𝑒 𝑛 𝑜𝑟𝑖

= 𝑥, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. 

Soluție: 

a) 𝑥 ∗ (𝑒6 + 2) = 10 ⟺ (𝑥 − 2)
1

2
𝑙𝑛(𝑒6+2−2) + 2 = 10 ⟺ (𝑥 − 2)3 = 8              6p 

  𝑥 − 2 = 2 ⇒ 𝑥 = 4          4p 

 

b) Legea „∗” este asociativă                                                                                                        1p 

Demonstrația, prin inducție matematică a compunerii 

𝑥 ∗ 𝑥 ∗ … ∗ 𝑥⏟        =
𝑑𝑒 𝑛 𝑜𝑟𝑖

(𝑥 − 2)
[
1

2
𝑙𝑛(𝑥−2)]

𝑛−1

+ 2, (∀) 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2                                      2p 

(𝑥 − 2)[
1

2
𝑙𝑛(𝑥−2)]

𝑛−1

+ 2 = 𝑥 ⟺ (𝑥 − 2)[
1

2
𝑙𝑛(𝑥−2)]

𝑛−1

= 𝑥 − 2                                        2p 

Deoarece 𝑥 − 2 > 0, 𝑥 − 2 ≠ 1 rezultă [𝑙𝑛(𝑥 − 2)]𝑛−1 = 2𝑛−1, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2                         1p 

Dacă 𝑛 este număr par atunci 𝑙𝑛(𝑥 − 2) = 2 ⟹ 𝑥 = 𝑒2 + 2 ∈ 𝐺                                                        2p 

Dacă 𝑛 este număr impar atunci 𝑙𝑛(𝑥 − 2) = ±2 ⟹ 𝑥 = 𝑒2 + 2 ∈ 𝐺 sau  𝑥 = 𝑒−2 + 2 ∈ 𝐺        2p 

 

Problema 2 (20 de puncte) 

Se consideră funcția 𝑓: (0,+∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑥
. 

a) Calculați ∫ 𝑥3
2

1
𝑓(𝑥2)𝑑𝑥. 

b) Demonstrați că ∫ 𝑓(𝑥)
𝑒

1
𝑑𝑥 + ∫ 𝑒𝑥

𝑒

1
𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑒 . 

 

Soluție: 

a) ∫ 𝑥3
3

1
𝑓(𝑥2)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝑒𝑥

23

1
𝑑𝑥 =

1

2
∫ 2𝑥
3

1
𝑒𝑥

2
𝑑𝑥 =                                                     6p 

=
1

2
𝑒𝑥

2
|
2
1
=
1

2
(𝑒4 − 𝑒)          4p 

 

b) ∫ 𝑓(𝑥)
𝑒

1
𝑑𝑥 = ∫

𝑒𝑥

𝑥

𝑒

1
𝑑𝑥 = ∫ 𝑒𝑥 ⋅

1

𝑥

𝑒

1
𝑑𝑥 = ∫ 𝑒𝑥 ⋅ (𝑙𝑛𝑥)′

𝑒

1
𝑑𝑥 =     4p

 = 𝑒𝑥 𝑙𝑛 𝑥 |
𝑒
1
− ∫ 𝑒𝑥 ⋅ 𝑙𝑛 𝑥

𝑒

1
𝑑𝑥 = 𝑒𝑒 𝑙𝑛 𝑒 − ∫ 𝑒𝑥 ⋅ 𝑙𝑛 𝑥

𝑒

1
𝑑𝑥 = 𝑒𝑒 − ∫ 𝑒𝑥 ⋅ 𝑙𝑛 𝑥

𝑒

1
𝑑𝑥             4p

 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑒

1
𝑑𝑥 + ∫ 𝑒𝑥

𝑒

1
𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑒        2p 

 

 

 

 
 

 



 

 

Problema 3 (20 de puncte) 

 Se consideră funcțiile 𝐹𝑛: ℝ → ℝ,𝐹𝑛(𝑥) = ∫ 𝑡𝑛
𝑥

0
⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑑𝑡, unde 𝑛 ∈ ℕ. 

a) Arătați că 𝐹1 (
𝜋

2
) = 1. 

b) Calculați 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

[𝐹𝑛(1)]. 

 

Soluție: 

a) 𝐹1 (
𝜋

2
) = ∫ 𝑡 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑡 𝑑𝑡

𝜋

2
0

= ∫ 𝑡 ⋅ (−𝑐𝑜𝑠 𝑡)′𝑑𝑡
𝜋

2
0

= −𝑡 𝑐𝑜𝑠 𝑡 |
𝜋

2

0
+ ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑡

𝜋

2
0

𝑑𝑡 =               6p 

 = −
𝜋

2
𝑐𝑜𝑠

𝜋

2
+ 0𝑐𝑜𝑠 0 + 𝑠𝑖𝑛 𝑡 |

𝜋

2

0
= 𝑠𝑖𝑛

𝜋

2
= 1.                              4p 

b) 0 ≤ 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ≤ 𝑡, (∀) 𝑡 ∈ [0,1] ⟹                                                                                             4p 

0 ≤ 𝑡𝑛𝑠𝑖𝑛𝑡 ≤ 𝑡𝑛+1, (∀) 𝑡 ∈ [0,1]                                                                                          2p 

Integrând obținem 0 ≤ 𝐹𝑛(1) ≤
𝑡𝑛+2

𝑛+2
|
1
0
⇒ 0 ≤ 𝐹𝑛(1) ≤

1

𝑛+2
     2p 

 Cum 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛+2
= 0 atunci 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝐹𝑛(1) = 0.                                                              2p

  

Problema 4 (30 de puncte) 

Pe mulțimea 𝐺 = (0,+∞) definim legea de compoziție 𝑓1 ∘ 𝑓2 =
𝑓1⋅𝑓2

𝑓1+𝑓2−3
, (∀) 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐺. 

Două lentile având distanțele focale 𝑓1 și 𝑓2 sunt situate la distanța 3 𝑢.𝑚. una față de cealaltă. 

În această situație, distanța focală 𝑓a sistemului este definită prin 𝑓 = 𝑓1 ∘ 𝑓2 =
𝑓1⋅𝑓2

𝑓1+𝑓2−3
. 

a) Să se demonstreze că legea de compoziție este asociativă. 

b) Verificați dacă că se poate așeza o lentilă care să nu influențeze distanța focală a sistemului. 

c) Determinați 𝑑 ∈ 𝐺 cu proprietatea 𝑓 ∘ 𝑑 = 𝑑 ∘ 𝑓 = 𝑑, (∀) 𝑓 ∈ 𝐺. 

Soluție: 

a) Demonstrarea asociativității.                                                                                                                                10p 

b) Folosirea definiției elementului neutru                                                                                   5p 

Precizarea inexistenței elementului neutru.                                                                             5p 

c) 𝑓 ∘ 𝑑 = 𝑑 ∘ 𝑓, (∀) 𝑓 ∈ 𝐺                                                                                                           2p 

𝑓 ∘ 𝑑 = 𝑑, (∀) 𝑓 ∈ 𝐺 atunci 𝑑 = 3.                                                                                        8p

  

 

 

 

 

 

 

 

  


